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1 Die Nullhypothese und die Fehler erster und
zweiter Art

Statistik spielt in der Wissenschaft eine wichtige Rolle um Erkenntnisse zu ge-
winnen. Da aber der Zufall eine Rolle spielt, kénnen statistische Daten nicht
einfach als ,,Beweis“ zugelassen werden. Nehmen wir ein Beispiel. Wir méchten
wissen, ob die Einwohner von Miinchen den Bau von Trambahnschienen durch
den Englischen Garten wiinschen. Da es zu umsténdlich und zu teuer ist alle
Miinchnerinnen zu befragen, nehmen wir eine Stichprobe n = 100. Wir fragen
100 Miinchnerinnen nach ihrer Einstellung zum Bau der Schienen und bekom-
men als Ergebnis, dass 32 fiir den Bau sind, 68 aber dagegen. Was bringt uns
dieses Ergebnis? Wir konnen nicht behaupten, dass nur 32% der Miinchner
fiir den Schienenbau sind, (warum?) aber irgendwie sagt uns die Umfrage schon
etwas. Der Signifikanztest lasst uns dieses ,,etwas“ besser verstehen. Beim Signi-
fikanztest miissen wir von einer alten aus der Erfahrung bekannten, Hypothese
ausgehen, Nullhypothese genannt. Diese knopfen wir uns vor, mit dem Ziel sie
statistisch zu widerlegen, oder zu bestitigen. In unserem Beispiel nehmen wir
an, dass die Stadtwerke davon ausgehen, dass die Mehrheit der Miinchener be-
griifft, dass der Bus wegen seiner Abgase zugunsten der Trambahn abgeschafft
werden soll. Die Nullhypothese Hy lautet somit:



Hy: Mindestens 50 % der Miinchner sind fiir die Tram im Englischen Garten.

Von dieser Hypothese wollen die Stadtwerke den Bau der Tram abhingig
machen. Nun weiss man natiirlich nicht, ob die Nullhypothese der Wahrheit
entspricht, aber man geht davon, dass sie stimmt und setzt einfach einmal vor-
aus, dass 50 % der Miinchner fiir die Tram sind. Wenn man nun unabhingig
voneinander 100 Miinchner befragt, so liegt eine Binomialverteilung mit n=100
und p = 0,5 vor. Das Sdulendiagramm der Verteilung sieht dann so aus.

0.05

.nMM‘ L ’mh
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

Der Erwartungswert liegt bei 4t = n-p = 100-0,5 = 50. Die Stadtwerke legen
nun einen Bereich fest, den Ablehnungsbereich, der angibt fiir welche Werte der
Umfrage sie die Nullhypothese Hy ablehnen. Dieser Bereich wird links vom
Erwartungswert liegen, z.B.

A={0;1;....... ;39;40}

Das bedeutet. Wenn bei einer Umfrage unter 100 Miinchnerinnen lediglich
zwischen 0 und 40 fiir den Bau der Trambahn sind, dann gehen die Stadtwerke
davon aus, dass die Nullhypothese wahrscheinlich nicht stimmt, und lehnen die
Nullhypothese daher ab. Zuwenige Miinchner in der Umfrage haben sich positiv
geduflert. Sollten sich aber zwischen 41 und 100 Miinchnerinnen fiir die Tram-
bahn aussprechen, so wird die Nullhypothese nicht abgelehnt, sondern vorerst
aufrecht erhalten. Was kann die Mathematik nun zu dem Thema beitragen.
Sie kann zwar nicht herausfinden, wie viele Miinchner fiir oder gegen die Tram
sind, aber sie kann berechnen, wie wahrscheinlich es ist, dass die Nullhypothese
abgelehnt wird, falls sie wahr sein sollte. Diese Wahscheinlichkeit ist einfach:

Pi%(X <40) = 0,028
Tafelwerk

Diesen Fehler (Nullhypothese stimmt wird aber abgelehnt) nennt man Fehler
erster Art. Er liegt in diesem Fall bei ca. 2,8 %. Wenn dieser Fehler so tief liegt
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wie hier, dann kénnen sich die Stadtwerke sicher sein, dass sie die Nullhypothese
relativ zuverldssig nur dann ablehnen, wenn sie nicht stimmt. Das komische bei
dieser Berechnung ist, dass man gar nicht wissen muss, ob die Nullhypothese
stimmt.

Kommen wir zu einem anderen Beispiel. Eine Bedienung in einem Caffee
denkt daran, das Caffee zu wechseln, da in dem neuen Caffee anscheinend deut-
lich mehr Kundinnen gutes Trinkgeld geben. Sie bekommt in ihrem alten Ar-
beitsplatz nur von 10 Prozent der Kundinnen gutes Trinkgeld und erwartet
deutlich mehr in dem neuen Caffee. Um einen Test durchzufiihren begibt sie
sich in das neue Caffee und beobachtet 100 Kundinen. Unsere Bedienung ist
aus Erfahrung eher pessimistsich. Sie legt nun die Nullhypothese aus dem alten
Caffee zugrunde und denkt sich, H—: Hochstens 10 Prozent geben gutes Trink-
geld. Den Ablehungsbereich legt sie nun so an, dass sie das Caffee wirklich nur
dann wechselt, wenn sicher mehr Kundinen gutes Trinkgeld geben.

A = {15;16; ....... ;99; 100}

D.h. ab 15 guten Kundinnen wechselt sie das Caffee. Nun kénnen wir den
Fehler erster Art ausrechnen. Dies ist der Fehler, dass Sie ihre Nullhpyothese
irrtiimlich ablehnt, d.h. das Caffee wechselt, obwohl dort nur 10 Prozent gutes
Trinkgekd geben.
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Tafelwerk

Es besteht also eine 7 Prozentiges Risiko, dass Sie den Job wechselt, ohne
dann mehr zu verdienen. Es gibt nun noch einen Fehler, der auftreten kann.
Diesen kénnen wir nur berechnen, wenn wir wissen wie viel gutes Trinkgekd
die Kindinnen in dem neuen Caffee geben. Gehen wir einmal davon aus, wir
wiissten, dass in dem neuen Caffee 20 Prozent gutes Trinkgeld geben, so kann
es passieren, das unsere Bedienung die Nullhypothese (hochsten 10 Prozent)
annimmt, obwohl eine andere Hypothese, oft Gegenhypothese genannt, (20 pro-
zent) richtig ist. Wir rechnen mit dem Annahmebereich A = {0;1;....... ;14} und
der neuen Wahrscheinlichkeit:

PY(X<14)= = =0,08
Tafelwerk

Es besteht eine 8 % tige Chance, dass sie das Caffee nicht wechselt, obwohl
es dort mehr gutes Tringkeld gibt. Diesen Fehler nennt man Fehler zweiter Art.



Ubungsaufgabe 1. Bestimme zu den folgenden Tests mit Nullhypothese Hy
und Ablehnungsbereich A jeweils den Fehler erster Art. Erliutere, was dieser
Fehler bei dem Test bedeuten wiirde.

a) Nulhypothese Hy A Testgrofie n
b) Mindestens 3 % Nebenwirkungen A=1{0;1;2} n =200
¢) Mindestens 20 % Betrug an der Kasse A=1{0;1;2;3} n =30
d) Mindestens 60 % fiir Hochhausbau A=1{0;1;....;51; 52} n =100
e) Hochstens 20 % digitalsiichtig A ={13;14;....;50} n =50
f) Hochstens 5 % paranoid A={2;3...;10} n =10

Ubungsaufgabe 2. Bestimme zu den oberen Tests mit Nullhypothese Hy und
Ablehnungsbereich A jeweils den Fehler zweiter Art, wenn folgende Gegenhypo-
thesen bekannt sein sollten. Erldutere, was dieser Fehler bei dem Test bedeuten
wiirde.

e a) In Wirklichkeit sind es 1 % Nebenwirkungen.

e b) In Wirklichkeit sind es 10 % Betrugsversuche.

)
)
e a) In Wirklichkeit sind 50 % fiir Hochhausbau.
e a) In Wirklichkeit sind 25 % digitalsiichtig.

)

e a) In Wirklichkeit sind es 10 % paranoid.

Ubungsaufgabe 3. In einem Molkereibetrieb wird Fruchtjoghurt hergestellt
und in Becher abgefiillt. Finer Handelskette wurde vertraglich zugesichert, dass
mazimal 1% der Becher einen defekten Deckel besitzen. Normalerweise kann
dieser Qualititsstandard leicht eingehalten werden. Eines Tages stellt sich bei
einer Qualititskontrolle in der Molkerei heraus, dass 4% der Joghurtbecher einen
defekten Deckel aufweisen. Bei einem schon beladenen Lkw ist ungewiss, ob die
Joghurtbecher bereits aus der Produktion mit dem erhohten Anteil an defekten
Deckeln stammen. Deshalb wird der Ladung eine Stichprobe entnommen und
untersucht.

a) Falls bei einer Stichprobe aus 100 Bechern mindestens zwei Becher einen
defekten Deckel haben, wird der Lkw in der Molkerei wieder entladen, andernfalls
wird die Lieferung freigegeben. Wie grofi ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Lieferung freigegeben wird, obwohl sie einen erhéhten Anteil an Joghurtbechern
mit defektem Deckel aufweist?

Ubungsaufgabe 4. Fir die Abschitzung der Zuschauerquote werden 200 re-
prasentativ ermittelte Personen befragt. Sollten weniger als 25% davon die Quiz-
show gesehen haben, so soll diese abgesetzt werden. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass die Quizshow abgesetzt wird, obwohl in Wirklichkeit
die Zuschauerquote bei 30% liegt.

Ubungsaufgabe 5. 25% aller Menschen ist das neue Fitnesscenter ,Schlank-
heitswahn “ bekannt. Fine Werbeagentur wird vom Fitnesscenter damit beauftragt



den Bekanntheitsgrad durch Werbung in den sozialen Medien zu steigern. Nach
Angabe der Agentur kennen nun 50% der Leute das ,Schlankheitswahn . Um
zu testen, dass die Agentur nicht geschlampt hat fiihrt das Fitnesscenter einen
Schnelltest in einem Fastfood Restaurant durch. Es werden 10 Personen befragt.
Nur wenn 4 oder mehr Menschen das ,Schlankheitswahn “ kennen bezahlen sie
die Werbeagentur.

a) Mit welcher Wkt. wird die Agentur bezahlt, obwohl Sie tiberhaupt nichts
getan hat?
b) Mit welcher Wkt. wird die Agemtur nicht bezahlt, obwohl ihre Angaben richtig
sind?
¢) Wie beurteilen Sie den Schnelltest?

Losungen (letzte vier Aufgaben)

p=0,0872 p=0,0506 p = 0,2241 p = 0,1719

2 Der Signifikanztest

Nun beginnt der eigentliche Signifikanztest. Bei unseren Beispielen wurde der
Ablehungsbereich immer relativ beliebig gewahlt. Dann konnte der Fehler erster
Art berechnet werden. Beim Signifikanztest geht man anders vor. Die Fehler-
wahrscheinlichkeit wird vorgegeben, und man sucht den passenden Ablehnungs-
bereich. In der Regel ist man bereit beim Fehler erster Art eine Fehlertoleranz
von 5 % zu akzeptieren. Manchmal sind es aber nur 1 %, andererseits kann der
Fehler auch 10 % betragen. In der Wissenschaft nennt man diese Fehlerwahr-
scheinlichkeiten Signifikanzniveau. praktisch geht man folgendermaflen vor. Zu
einer Nullhypothese Hy: Mindestens 50 % der Miinchner sind fiir die Tram durch
den Englischen Garten wird der Stichprobenumfang, hier n = 100 und eine Irr-
tumswahrscheinlichkeit, Signifikanzniveau genannt, wir wihlen den Standard 5
%. Jetzt schreibt man den Ablehnungsbereich und den Annahmebereich auf. Da
in der Nullhypothese Mindestens vorkommt, wird links abgelehnt:

A={k+1;.... ;100}

Wenn sich wenig Menschen (0 bis k) fiir die Tram aussprechen, so gilt die
Nullhypothese als widerlegt oder abgelehnt, da sie von , mindestens® spricht.
Sollten sich viele Menschen (k+1 bis 100) fiir die Tram aussprechen, so kann die
Nullhypothese nicht abgelehnt werden, wird daher vorlédufig angenommen.

Der Witz beim Signifikanztest ist es, dass man die Nullhypothese nur dann
widerlegt, wenn man sich sehr sicher ist. Die Nullhypothese soll nicht leichtfertig
irrtiimlich widerlegt werden. Mathematisch ausgedriickt: Die Wahrscheinlich-
keit, dass wir Hy ablehnen, obwohl sie wahr ist, soll kleiner als das Signifikanz-
niveau sein. Dieses konnen wir nun als Formel schreiben:



Po%(X < k) <0,05

X < k steht dafiir, dass wir ablehnen, die 0,5 stehen dafiir dass die Nullhy-
pothese stimmt, die 0,05 stehen fiir unser Risiko uns zu irren. Wir finden k nun
im Tafelwerk. Wir gehen die Spalte mit p=0,5 und n=100 solange hinauf bis
wir den letzten Wert k finden der kleiner als 0,05 ist. Wir finden k = mit p =

Jetzt konnen wir unsere Entscheidungsregel schliellich aufschreiben:

A={k+1;.... ;100}

Mit der fertigen Entscheidungsregel kénnen wir jetzt Umfragen auswerten.
Wenn bei einer Umfrage fiir die Trambahn nur 32 Ja-Stimmen zustandekom-
men, so liegt dieser Wert im Ablehnungsbereich der Nullhypothese, sie ist also
widerlegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir uns irren liegt dabei unter 5% (Si-
gnifikanzniveau). Man spricht davon, dass die Nullhypothese signifikant oder
wissenschaftlich widerlegt wurde.

Nehmen wir ein weiteres Beispiel. Psychologen vermuten, dass die exzessive
Computerspielesucht unter jungen ménnlichen Erwachsenen (16-23) in Bayern
zugenommen hat. Als exzessiv gilt eine Spieldauer von mehr als 4,5 Stunden
pro Tag. Es ist bekannt, dass ca. 10 Prozent dieses Problem haben, doch es
mehren sich Anzeichen dafiir, dass diese Zahl zugenommen hat. Um die Vermu-
tung zu testen, dass es deutlich mehr als 10% der Ménner sind testet man die
Nullhypothese

Hy: Hochstens 10% der jungen erwachsenen Ménner spielt exzessiv.

Es muss einem gelingen die Nullhypothese zu widerlegen, damit man davon
ausgehen darf, dass deutlich mehr als 10% exzessiv spielen. Wir befragen wieder
n = 100 Personen und nehmen das iibliche Risiko (Signifikanzniveau) von 0,05.
Es ergeben sich sich folgender Ablehnungs und Annahmebereiche:

Die Nullhypothese wird dieses mal ab k+1 abgelehnt, da sie von héchstens
spricht. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir Hy ablehnen, obwohl sie wahr ist, soll
wieder kleiner als das Signifikanzniveau sein. Dieses kénnen wir nun als Formel
schreiben:

PP(X > k+1) <0,05

Wir arbeiten wie gewohnt mit der Gegenwahrscheinlichkeit und formen mit
Aquivalenzumformung um:

1-PY(X <k)<0,05]| -1
—Py(X <k)<—-0,95: (—1)



Das Zeichen dreht sich:

P(X <k)>0,9

Diese Formel kénnen wir aus dem Tafelwerk herauslesen. Wir suchen das
kleinste k, so dass die Wahrscheinlichkeit iiber 0,95 driiber springt, also k =
Damit ergibt sich die Entscheidungsregel:

A={k+1;.... 100}

Der Fehler 2ter Art

Wenn man die Entscheidungsregel in einem Signifikanztest gefunden hat,
so lehnt man die Nullhypothese nur zu 5% ab, obwohl sie wahr ist. Der Feh-
ler erster Art wurde hier also unter 5 % gedriickt. Dadurch wurde aber leider
der Fehler zweiter Art erhoht. Dies ist der Fehler, dass wir die Nullhypothe-
se nicht ablehnen, obwohl eine andere Hypothese richtig war. Nehmen wir an,
wir wiissten, dass in Wirklichkeit genau 20% der jungen Erwachsenen exzes-
siv Computerspielen (wir wiirden also iiber einen Gottesblick verfiigen). Dann
kann es nach unserem Test trotzdem dazu kommen, dass wir die Nullhypothese
annehmen, obwohl eine andere Hypothese richtig ist. Wir rechnen wir mit der
Entscheidungsregel des Signifikanztests, dem Annahmebereich A.

100
B (X <) =
Tafelwerk

3 Validitat und Reprasentativitit

Definition. Bei einer Stichprobe miissen die ausgewdhlten Personen zufillig
unter allen ausgewdhlt werden. Es darf nicht nur eine bestimmte Gruppe gefragt
werden. Sonst ist die Stichprobe nicht repréisentativ

Folgende Auswahl einer Stichprobe wire nicht repréisentativ, wenn man eine
Aussage iiber alle Schiilerinnen machen mochte.

e es werden nur Médchen befragt

e es werden nur 10-Jihrige befragt

e es werden nur Realschiilerinnen befragt

e es werden nur Kinder aus einem Stadtteil befragt

e es wird morgens vor der Schule gewartet und dann befragt

Definition. Tests miissen das Richtige messen/abfragen. Sonst sind sie nicht
valide.



So wire die einfache direkte Frage , Spielst du exzessiv Computerspiele “ nicht
valide, denn viele Personen wiirden liigen, um ihre Personlichkeit zu schiitzen.
Auflerdem haben wir verschiedene Auffassungen dariiber, was exzessiv ist. Nicht
valide wére zum Beispiel:

e Jemanden vor der Klasse offen zu befragen

e Nur nach Spielen an einer Konsole fragen

¢ Bildschirmzeit als Maflstab fiir Computerspielzeit nehmen
e Uber das Wlan im Haushalt messen, ob gespielt wird

e Frage im Fragebogen zu kompliziert stellen

Ubungsaufgabe 6. Die Vorsitzende des Fordervereins méchte der Schule einen
neuen Schulgarten aus den Mitteln des Vereins finanzieren. Sie geht dabei von
einer Zustimmungsquote von 60 % unter den Schiilern aus. Der Kassenwart
spricht sich gegen die Finanzierung aus, da er mit einer Zustimmungsquote von
héchstens 40% rechnet.

Er schligt eine Befragung von 50 zufillig ausgewdhlten Schiilern vor. Seine Be-
hauptung (Nullhypothese) soll mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens 5%
wrrtimlich verworfen werden. Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel
mit einem mdglichst grofien Ablehnungsbereich. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit fiir den Fehler 2. Art unter der Annahme, dass die Vorsitzende mit ihrer
Behauptung beziiglich der Zustimmungsquote Recht hat.

Ubungsaufgabe 7. Ein Stadionsprecher behauptet, dass seit der Fuffball-WM
im eigenen Land die Fufiballbegeisterung in der Stadt gestiegen sei und minde-
stens 80% der Einwohner dieser Stadt fiir einen Ausbau des Stadions seien.

a) Um diese Behauptung zu testen, befragen die Schiiler in der Halbzeit-
pause 100 zufillig ausgewdhlte Zuschauer. Wie muss die Entscheidungsregel
mit einem mdglichst grofien Ablehnungsbereich lauten, wenn die Schiiler die
Behauptung des Stadionsprechers (Nullhypothese) mit einer Wahrscheinlichkeit
von héchstens 10% irrtiimlich ablehnen wollen?

b) Bewerten Sie den von den Schiilern durchgefiihrten Test hinsichtlich sei-
ner Fignung, die Behauptung des Stadionsprechers zu tiiberpriifen.

Ubungsaufgabe 8. Ein Kopiergerit wurde repariert. Die mit der Reparatur
beauftragte Firma behauptet, dass die Ausschussquote jetzt nur noch hochstens
4% betrigt. Um diese Behauptung (Nullhypothese) auf dem Signifikanzniveau
von 5% zu testen, werden 200 Kopien angefertigt.

a) Ermitteln Sie die zugehirige Entscheidungsregel.



b) Bei dem Test erweisen sich 18 Kopien als unbrauchbar. Interpretieren Sie
dieses Ergebnis im Sinne des von Ihnen in Teilaufgabe a entworfenen Tests.

¢) Die Modellannahme, das Anfertigen von Kopien sei eine Bernoulli-Kette,
kann in der Realitdt unzutreffend sein. Erldutern Sie dies anhand eines Bei-
spiels.

Losungen: (letzte 3 Aufgaben)

A={27;....;50} p=0,1562 A = {0;.....; 74} A = {14;.....;200}
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